Préparation des concours 2021

Niveau terminale scientifique

Cette fiche propose une série d’exercices trés abordables pour débuter la préparation
des concours 2021. Bonne chance a tous.

EXERCICE 1

P
1. Calculer Z(—l)kCﬁ Cﬁ:’; pour O < p < n.

k=0
2. Soit D,, le nombre de permutations de &,, n’ayant pas de

point fixe. Montrer que Z CkD,, . = n! (on pose Dy = 1).
k=0

n (—DF
3. Montrer que D,, = n! (Z = ) .
k=0 )

EXERCICE 2 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Donner le domaine de définition 72 de la fonction f suivante :

filx) = ﬁ
A:D=R

B:T=]l;e[U]e;+

C:D=]2:+x[

DT =]1;+2¢]

E:D=]1;2[U]2;+0]

EXERCICE 3 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Dins une population adulte d”une ville, il v a 35 % d inactifs ; 80 % des actifs sortent
e dimanche et 20 % le samedi; 90 % des inactifs sortent e samedi et 20 % le
dimanche.

a) 47 % des adultes de cette ville sortent ke dimanche.

by 48,5 % des adultes de cette ville sortent le samedi.

Un habitant est choisi au hasard. On constate qu’il sont e samedi.
¢) La probabilité pour gu’il soit inactif est d’environ (1,85

d) La probabilité pour qu’il soit actif est d’environ 0,80,
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EXERCICE 4 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

On admet gque dans une famille, pour toute naissance d'un enfant, la probabilité
d’ avoir un gargon est la méme que celle d’avoir une fille et que, lors de deux nais-
sances sépardes, les sexes des enfants sont indépendants.
Pour une famille de deux enfants :

1
a) La probabilité pour gque les enfants soient deux gargons est 5

b) La probabilité pour gu’il ¥ ait au moins une fille est —-

¢) La probabilité pour gue les enfants soient de méme sexe est - -
1
=

d) La probabilité pour que les enfants solent de sexes différents est

EXERCICE 5 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Un détaillant vend des ampoules en provenancee de deux usines dans les proportions
suivantes © 60 % des ampoules proviennent de Pusine Alpha; 40 % des ampoules
provicnnent de 1" usine Béta.

T % des ampoules de usine Alpha et 4 % de I'usine Béta sont défectueuses.

Un client achéte une ampoule chee ce détaillant.

a) La probabilité pour que I'ampoule provienne de Musine Alpha et soit défectucuse
est (042,

b} La probabilité pour que 'ampoule provienne de I'usine Béta et ne soit pas défec-
wewse est (.384.

¢) La probabilité pour gue 'ampoule soit défectueuse est 0,058,

d) Sachant que ampoule achetée est défectuense, la probabilité pour gqu’elle pro-

vienne de Musine Alpha est d’environ (1.7,

EXERCICE 6 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

On considére dans ke plan deux points distinets A et B Soit C le symétrigque du point
A parrapport 4 B, et D le symétrique du point B par rapport 4 A.

a) Le point C est le barycentre du systéme pondéé {(A, 1):(B, 2)}.
b) Le point D est le barycentre du systéme pondéré {(A, 1); (B, —1);(C, —1)}.

¢} Si I oest ke milicu du segment [AB], le point D est le barycentre du systéme
pondéré {(1.2):(C, —1)}.
d) Le point § est le baryeentre du systéme pondéré {(C, 2): (D, 2 1
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EXERCICE 7 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Diuns un repére orthonormal direct {E‘]: i } soit AL, 1y, Bi—1,2) et T la droite
d"équation cartésienne x + 2y = 1

a) La droite perpendiculaire & T au point A a pour éguation cartésicnne:: 2y +y = 3.
b) Le cercle de centre A et de rayon 2 a pour équation carlésienne :

ey —2x =2y =4

3
¢) La médiatrice du segment [A B] a pour équation cartésienne : —2x + y = = -
d) Le cercle de diamitre [ A B| a pour équation cartésienne : x*+ v* — 3v = — L.

EXERCICE 8 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

L'espace est muni d’un repére orthonormal (9 7, j . k ]. On considére les points
Al—=1:2:4), B0, —2;3), C(7 1 — et IM—2; =2, —13).

On appelle P le plan médiateur de [A B, <est-d-dire ke plan contenant les points
Cguidistants de A et de B, ou aussi le plan perpendiculaire i [ AE| contenant le milicu
de [A B].

On appelle @ le plan médiateur de [C ],

a) Le vecteur de coordonnées (8; —1; —5) est normal i €.

by Le plan 7 a powr équation x +4v+z+4 =1

c) A, B, C et D apparticnnent & une méme sphére de centre (5 —1;2; —3).

d) L'ensemble des points M tels que AM -BM =0Destla sphére de diamétre [A B

EXERCICE 9 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Soit X la vanable aléatoire réelle dont la ki de probabilité est donnée par ke tableau

suivant :

k 2 3 4 5 6

] J J J J

=D 3 8 g 7 7
R , 5
a) P[.‘m:kﬁ;:wg—i by PiX :v.‘-J—E

1 3 i3
c]P[[M:X}”[M:Xﬂ;ﬁJ—E dp E[X,‘I—?

EXERCICE 10 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

On tire au hasard une boule dans une urne contenant dix boules numérotées de 1 4
10, On note X la vanable aléatoire prenant pour valewur ke numéro de la boule tirée.
Donner la valeur de Uespérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X

11
A E(X)=1 B: E[XJ—T C: EX)=11

1
D: E[Xj—m E: E(X)=5
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EXERCICE 11 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

n—1
converge vers (.
n+3

a) La suite de terme général (— 1)

_ _ ., .ocosn
b La limite de la suite de terme général — 1 n'existe pas.
o

¢) Lasuite de terme général vn? +n+1 — 2+ 1 diverge.

c—.'lli-l

d) La suite de terme général converge vers (.

h+

EXERCICE 12 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Tout suite (B ),y e g croissante telle que n, < 1 — ”J—_ pour tout e Y est
a) une suile majorée.

b) une suite rmnorée.,

¢) une suite divergente.

d) une suite convergente vers 1.

EXERCICE 13 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

sS4 __ aa
La suite (w,, ), ey définie par:  pour tout entier i, w, = ——— vérifie :
4
A lim w, =+
—+ 20
B: lim w,=10
n—+o0

C: lm w,=1
n—o0

D : Lasuite (w, ),y n'a pas de limite.

E: lm w,=-1
—++20

EXERCICE 14 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

4
x+2
On considére les suites v et v définies pourn & [ par :

Soit f la foncton définie sur By par: flx) =3 —

) i, + 1
wp =4 ety = fluy) ;1 v =——

iy — 2
On admettra que les suites ooet v sont bien définies.

a) La suite v est géométrique de raison 4.

15
h) § U = Vg ¥
k=8

¢) Pour tout v = M, w,, =

4III:- — 1

2u, + 1

v, — 1

d) La suite v converge vers — 1.
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EXERCICE 15 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

- . . .. L. “Inx
On définit la suite (1, ) pour ot enter o supériear ou égal & 1 par f, = [ Y dx.

a) | =

I ] =

b) La swite (1, ) est croissante.

¢) Pour tout entier naturel n supéricurou égal 42, on a:

1 1
0= 1, = (J——I).
n—1 e

d) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, une intégration par parties sur f,
2 1—
donnein —17L, =1 —ne "

EXERCICE 16:

On considére la suite (n, ) définie par ) = 5 et. pour tout entier n =1,

J "
Wyl = Iy ]:J + St }

1. Montrer par récurrence gue, pour tout entier i = 1, ona w, = 0.

2. Montrer par récurrence que, pour tout entiern = 1 :

In u, —In{J+_J,—}+In{J+_:—_,}+---+In]z]+%‘_

A Pourtoul entiern = 1. on pose @ 8§, = JE+ %+- -+ li.—l et T, = =JT+ 4]—:+- -+ 4]7
a) Calculer &, et T, en fonction de .
by En déduwire Iim 5, et him T,.
n—+o0 n—+ o0
x*

ZInfl+x)=x.

1
5

4. On admet que, pour tout x =10, x —

I--II

Montrer que, pour tout entiern = 1, &, — =T, = Inn, = 5,.

5. a) Montrer que la suite (i, ) est strictement croissante.

b} On admet que la soite (0, ) est convergente et on désigne par § sa limite.

Déduire des guestions précédemtes que - — = [ = L

o
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EXERCICE 17 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Le plan est rapporté & un repére orthonormial.

Soita £ B, C la courbe représentant la fonction exponentielle et (T) la tangente & C
au point d'abscisse a.

Soit f la fonction définie sur B par: fix) = ¢" —e¢"(x + 1 — a) et I sa courbe
représentative dans le méme repére.

a) Une éguation de (T)est: v =e"ix +1 —a).

b) La dérivée " de f est croissante sur B,

¢)C est au-dessous de (T) avant le point .A(ze:t"'j et au-dessus de (T) aprés A.

d) A tout réel xg on associe les points My de C et Ny de I d’abscisse commune x.
xg étant fixé, il existe une valeur de a telle que C et I possédent des tangentes paral-
leles respectivement en My et Ny,

EXERCICE 18 :

On se propose de déterminer toutes les fonctions . définies sur K, qui sont solutions
de I'éguation différentielle suivante

£y - Ty — i) — —
LE) Fixd SFixd 1+ e
et gqui vérifient = () = .
Soit une fonction f. définie sur [, solution de I'éguation différentielle (E). On
désigne par 7 sa dérvée.
On note f 1a fonction définie sur [E par
Alx) = e 7 Fix)
On désigne par /' la dérivée de h.
L. a) Exprimer £°(x) en fonction de f(x)et de fix), pour tout réel x.
b) Expliquer pourgquaoi la dérivée i de /i vérifie. pour tout réel x :
. Ie 3=
*(x) T+e %
2. Déterminer alors toues les fonctions i possibles. On justifiera la éponse.
3. En déduire toutes kes fonctions F solutons de ().

4. Déterminer la fonction iy, soluton de (E ). qui wérifie f(d) = O,

EXERCICE 19 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

On considére, pour tout entier n = 1, Vintégrale : 1, = / " e dx.
Sy
Une intégration par parties permet de trouver une relation entre J, et £, .

Quelle est cette relation 7

) el n ) ) e?  n
A LI_?+ELI_I f B: LI_?_EIH—l
. , e n—1
C: I,=2¢ —2ni,_4 ; D: f.-.—I— 3 y -
E: I, =—— =1, ,+C (CER)

)
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EXERCICE 20 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0w, 7).
On appelle A le point d affixe 2, B le point d’affixse —3 —i ¢t C le point d'intersection
de (O B) avec la médiatnee de [ A].
On considére dans © les éguations suivantes (Ey) et (Ea) :

(Ey): |z =lz—-2 : (Ea): arg(z) = arg(z+3+10).
a) L'ensemble des points M du plan dont U affixe z vérifie () est la médiatrice de
[(2A]
b) L'ensemble des points M du plan dont Paffixe z vérifie ( E5) est le segment [0 B,
exclusion faite de O et B.

¢) L affixe du point O vérifie simultanément (£ jet ( E2).

1
d) Le point O a pour coordonnées (J: T)'

EXERCICE 21 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

On considére deux réels a et b et 'équation dans © -

drart+braz+1 =00 (E)

. . 1 .
a) 5i g est solution de (E) alors Ty et — le sont aussi.
il

— AL

by 51 1+ 21 est soluton de (E) alors ]

: ! L
¢) Le changement de vanable £ = 2 + = conduit i résoudre :

[

Z2+aZ+b=10 (E)

d) On peut factoriser I expression drar b vaz+l par deux polyndmes de

degré deux i coefficients réels.

EXERCICE 22 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Soit f une fonction contimue et positive sur [(); +0o].

Soit F et 7 kes fonctions définies sur [(); +00( respectivement par :
Fix) = [ Fiydr et Gix) = .r/ Fleyde.
A1 41

On désigne par I 1a représentation graphique de f dans un repére du plan,

a) Gl = G

b) 7 est dérivable sur [0 +oc[ ot pourtout x & [0 +20[. ona Glix) = Flx)+ xfix).
¢) On ne peut pas prévoir ke sens de vanation de G osur [0 400 avee les seules
hypothéses de 'énoncé.

d) L aire de la surface limitée par les droites d égquations x =0, x = 2. v =0 etla
courbe I se calcule par F(2) + FiD).
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EXERCICE 23 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Pour tout nombre complexe z, arg(z) désigne un argument de 2. Soit z € C {1}. On
note M le point du plan complexe d'affixe z. On pose £ = % .

a) L'ensemble des points M tels que £ soit réel est une dmiﬂl.u.

b} L'ensemble des points M tels que | 2] = 1 est un cercle.

¢) L' ensemble des points M tels que Z Z = 4 est une droite.

d) L'ensemble des points M tels que arg(Z) = 0 (modulo 7) est un cercle.

e) L' ensemble des points M tels que £ — Z = O est une droite.

EXERCICE 24 : REPONDRE PAR VRAI OU FAUX

Duns le plan complexe rapporté i un repére orthonormal direct (ﬂ: W, T:I. on consi-
dire les points A et B d affixes respectives a = —v5 +iv 15 et b = 243 + 2.

a) Soitn = M Un argument de o est IHTTI .

by O appartient i la médiatrice de [AE].

¢) QA B estun triangle rectangle en 0.

dp Le corele circonserit & A B a pour rayon 3.
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SOLUTION EXERCICE 1

1. Un a
p L '(n — k)!
—1)kckcrF = —1)k mi(n '
kz—o( ) e g( ) Kl(n— k) (p— k) (n —p)!
P
= > (—hFcrcy
k=0
Osip=1
— Y5 . P —
= Ga-1) _{lsip:()

2. Soit n > 1. Notons P, I’ensemble des permutations de §,, ayant
exactement k points fixes. Il est Clair que {Pg.P;,...,P,} est une par-

tition de S,,. En particulier n! = Z Card(Py). Nous allons montrer que

Card(P) = CED,, « pour tout k. On a par définition Card(Pg) = D,, et
Card(P,,) = 1 = C"Dy, car seule I'identité possede n points fixes. Pour
kE > 1, un élément de Py est parfaitement déterminé par le choix de ses
points fixes (C;'fL possibilités) et par le choix de la permutation induite sur
les n — k éléments restants (D,,_j possibilités puisque cette permutation
est un dérangement d’un ensemble a n — k éléments). Remarquons en
passant que D; = 0 et que effectivement P,,_; est vide : une permutation
ne peut avoir exactement n — 1 points fixes! On a donc

n! = iCﬁDn_k = zn:CfLDk :
k=0 k=0

3. On part du membre de droite de ’égalité demandée. On a

2 (3 5F) - Sevrct- = e Sz,

p=0

en remplacant le terme (n—k)! par la formule obtenue dans la question 2.
En échangeant ordre de sommation, on obtient grace a la question 1.

n! (Zﬂ: C )k) :i (wi)( NREEGE k) L =Dy, 4

k=0
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