Solutions disponibles et gratuites sur mon site http://sila.e-monsite.com

Fiche de travaux dirigés sur le calcul intégral

Exercice 0

1
Soit |n:J' X"In(1+x)dx, neN.
0

1. Calculer lo.
2. a. Montrer que 1,>0 pour tout neN.

b. Etablir que la suite (1,),_, est décroissante.
c. En déduire que la suite (1,) _,, est convergente.

3. a. Justifier I'inegalité : x"In(1+x)<x" pour tout x de [0, 1].

b. En déduire que pour tout neN : I”Sﬁ'
+

c. Calculer lim 1,.

N—-+00

- S . _ n2 1 pix™
4. a. En utilisant une intégration par parties, montrer que In= 1, = - J dx .
n+1 n+1Jol+x

1 N+l

b. Montrer que 0 < 0 sj dx siz et en déduire un encadrement de In.

0l+x n+
c. En déduire : lim nl,.

N—+o00

Exercice 1

1
Pour tout entier naturel n on pose : 1, =J' x"edx .
0

1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n: 0<1, < il
n+

b. En déduire que la suite (1,) . converge et donner sa limite.

2. A l'aide d'une intégration par parties, établir, pour tout entier naturel n: 1, = 1
gn+l) n+1

1 < 1
gn+1)  (n+1)(n+2)"

3. a. En déduire pour tout entier naturel n: 0<1, -

Exercice 2
A 1

Soit 1, =I (x® =" dx.
-1

1. Demontrer que pour tout entier n supérieur ou égalal: (2n+1)1,=-2nl, .
2. En déduire I'expression de I, en fonction de n.

Exercice 3

1. Vérifier que vxe[0;+0o[ 0<In(1+x)<x.
1

En déduire la limite quand I'entier n tend vers +w de I In(1+x™)dx .
0

1 n
dx .

2. Soit u la suite réelle définie par u, =J -
01+x
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Montrer que pour tout entier naturel n non nul u, _ln—z—lj In(1+x")dx ; on pourra utiliser une intégration

par parties. En deduire la limite de un et celle de nun quand n tend vers +wo.

Exercice 4
- - 7 7 l
Soit | la suite de terme général 1, =I x"e dx .
0

1. a. Calculer lg et 1.
1

b. Montrer que pour tout entier naturel n, 1, S Etudier la convergence de la suite I.
n+

2. Calcul d'une valeur approchée de Iys.

p

1 n! 1 n!
a. Montrer que vneN, | ., =(n+1)l —-=,et | =— NEPSEELLE [
g < 1 =( )t e " e &=/(n+k)! (n+p)! P

p

P ! 1 n! 1
b. En déduire que pour toutndans N o<1 -
qauep = ekz_ll(n+k)l (n+p+1) (n+1)p+1

Exercice 5

n+2

1
dxetJ_J X

——dx
01+ x? 0 (1+x2W1+x2

1. Quelle est la dérivée de la fonction f: R — R définie par f(x)= In(x+x/1+ x? ) ? Calculer lo.

Pour tout n dans N, on pose 1, :I

2. Calculer 1.

3. Montrer que pour tout ndans N, 0< 1, sil. En déduire la limite de I, quand n tend vers +o. Montrer
n+

que Jn tend vers 0 quand n tend vers +o.
1 1

4. Etablir a I'aide d'une intégration par partiesque |, =————+-—J .
g parp que (n+1)»\ﬁ+n+1 n

Quelle est la limite de nl, quand n tend vers +wo ?

Exercice 6

1 n
X
dx.

- 7 - Ve by 1
Pour tout entier n supérieur ou égal a 1 on pose |1, =I x"In(1+x?)dx et J, =I T
0 01+X

1. Etude de la suite ( J,)
a. Calculer J;.

b. Montrer que pour tout n supérieur ou égala 1, o< J, <il
n+

n>1"

c. Etudier la convergence de la suite ( J,)
2. Etude de la suite (1,) , .

a. A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n supérieur ou égal a 1,
L _h@ 2
" n+l n+1

n>1"

n+2 *
b. Etudier la convergence de la suite (1,), -
c. Déterminer un équivalent de 1, quand n tend vers +o.
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Exercice 7
Calculez les intégrales suivantes (la rédaction doit étre détaillée ) :

a)j(x +2x2-1)dx ; b)J. 2x+2 ;1 C) J.m dt ; d) j.Zesxdx : dx f) I(x+1)|n xdx; Q) jlnx

0052x+1

2
p Jeineesx g j@x e Le, 2 o
0

2
k) J'I”—X dx ;1) ISezxdx :
0

T
1 .
m dx :n szln xdx ;o I— dt ; Icosxes'”xdx :
)! — i ) 0 |
! 2 3 2( U
q)j ty1-tdt ; r I ————dx ; S) I 2 1+tan (—jdu.
-1 l+2x > 2
1 = 3 2 g
t)I xe** dx u) J.Ssin x cos® xdx V)I ~—dx.
0 0 14X
Exercice 8

T

1. Calculer 1 = J. 4xtan?x dx a l’aide d’une intégration par parties.
0

2. Soit la fonction définie sur [0 %{ par : f(x)=+/xtanx dont la courbe (Cs) est représentée ci-contre dans
le plan P muni du repére orthonormal (0 ;1,j).

On consideére le solide engendré par la rotation autour de I’axe (O ;i) de la surface délimitée dans le plan P
par I’axe (O ; i), la droite d’équation x :% et la courbe (Cy).

Sachant que 1’unité graphique est de 2 cm, calculer le volume V du solide en cm?.

Exercice 9

On considere la fonction numérique f définie par f(x) =1i
+ X

1. Déterminer une fonction polynéme P, de degré inférieur ou égal a 3 qui a méme valeur et méme nombre

dérivé que fen 0 et 1.

2. Soit k la fonction définie par k(x)=i+ix3 35
l+x 4

Ct et Cp, les courbes représentatives de f et P.

+x-1. Factoriser k et en déduire la position relative de

1
3. A I’aide d’un encadrement de 1+x pour x dans [0 ; 1] montrer que L <J. k(x)dx < L
240 0 120

1 1
4, CalculerJ' f(x)dx etJ' P(x)dx .
0 0

5. Déduire des résultats précédents la valeur de 1’entier n tel que N in2< rleJrol .
6. On considére la suite geométrique u, de premier terme 1 et de raison —X.

n+1
a. Calculer la somme des n premiers termes : s,(x)=1—x+x? —...+(—x)" ; en déduire f(x):sn(x)+%
+
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2 1, 134 1 T
b. Montrer que J f(x)dx=a-=a’+=a’ +..+——(-x)" +J dx .
0 2 3 n+1 o 1+x
n+1 _ )+l n+1 B n+2 a(_y\n+l n+2 . L.
c. Montrer que sur [0;a]ona -2 — <%~ <2 pis que -2 sj. 0" ax <2~ Préciser la limite
l+a 1+x 1l+a l+a o 1+x l+a

a( )n+l
de J' dx lorsque n tend vers +wo.

Exercice 10

v
2¢ ™ sin xdx et J, :J. 2 ¢ ™ cos xdx .

Pour tout entier naturel n, on définit 1, =j
0 0

1. Calculer lo et Jo
l,+nd, =1
2. En intégrant par parties In puis J, montrer que

-nl,+J,=e 2
3. En déduire les expressions de In et Jn en fonction de n.
4. Determiner la limite de In et celle de J, quand n tend vers +oo.

Exercice 11
26. On pose

n

n n
8 s .. .
K:fe‘”cosZt ds, sze_z'cosztdt, J:fe 2t gin® ¢ dt.
0 0 0

Calculer K, I + J et I — J. En déduire T et J.

2 cosx 2 sin2x
27. O I, = — dx, I = — = .
e JDI+2sinx * J;l-f—2.si11.1&:dxetl2 I+

Calculer I, puis I, . En déduire I.

Exercice 12

‘&1 1,1 1
Soit (un) la suite définie sur N* par u, = ettt

— k n n+1 2n
PARTIE A

-3n-2
1. Montrer que pour tout n de N*, —u, = .
uep e =t = Gt 2)(2n+ 1)

2. En déduire le sens de variation de la suite (un).

3. Etablir alors que (un) est une suite convergente.

L’objectif de la partie B est de déterminer la valeur de la limite de la suite (Un).
PARTIE B

Soit f 1a fonction définie sur I’intervalle ]0 ; +oo [ par: f(x)= % +In (ﬁj .

. . s 1 n+lq 1
1. a. Justifier pour tout entier naturel n non nul I’encadrement : 1 sj Zdx<=.
n+ n X n

+1

b. Veérifier que In %dx:%—f(n).
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c. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, 0<f(n)< o nl %
+

2. On considére la suite (Sn) définie sur N* par
k=2n

S :Z e L +..4 L
" &k(k+1) n(n+l) (n+1)(n+2) 2n(2n+1)
a. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, 0<f(n)+f(n+1)+..+f(2n)<S,.

b. Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x distinct de —1 et de 0, on ait
1 a b

— =t
x(x+1) x x+1

c. En déduire 1’égalité S, = _n+l
n(2n+1)
d. En utilisant les questions précédentes, déterminer alors la limite quand n tend vers +w de

k=2n
Do F(k)=f(n)+f(n+1)+..+f(2n).
k=n
e. Vérifier que pour tout entiern > 1, f(n)+f(n+1)+..+f(2n)=u, —In(2+%j.

f. Déterminer la limite de la suite (un).

Exercice 13

Considerons la famille de fonctions définies a l'aide du paramétre réel A par :

] X
fl(x)=(?».(x— 1)+m) c

a) Montrer que toutes les coubes % passent par un méme point fixe A

que l'on détermincra.
b) Etudier lc comportement de {3 au voisinage de + oo, - o ¢t du point - 1.

On précisera les asymptotes ¢ventuclles.
¢) Etudier le sens de variation de [. Montrer que pour A <0 ¢t A #- 1,
f3 admet deux cxtrémums d'abscisses non nulles @ x; (A) <x2(A).
d) Déterminer l'ensemble I”des points Py des courbes %), correspondant

a ces extrémums.
¢) Tracer sur unc méme figure les courbes & pour
1

A=-2:-1; -= ;0;1;2
o 2

Exercice 14
Calculer les intégrales suivantes

te — % L

oe” 1 (Deux méthodes )

1, ar r dr .,isJ"zL"g(lJr‘)dt
J‘01+z4‘ Jira o P 1 2 )
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Exercice 15

On pose, pour tous entiers naturels, non muls, o et =

1 1
X(az, ) — .[o x(1 — x)” dx et Ha, 0) — jn x* dx.

1° Montrer, en intégrant par parties, que

_a-+ 1
I(a+1,n)——m.l(a,n+ 1)-
2° Etablir que I(a, n) — Xa, n + 1) = Ia + 1, n).
En déduire que I{a, n | 1) — "—_I_l . K(a, n).

3° On fixe I’entier a de IN*. Calculer I(z, 0) et démontrer par récurrence sur 7,
que pour tout n de IN¥,

I X2 %X 3 X eee X (m—1) X n
@+ D @+ 2y eec (@ + 1 + 1)

1  r——
Pour tout entier naturel n, on pose I, :I x" \/1 — x dx.
[+

1° Calculer I, et I, .
2° Montrer que Va2 e N*, 3 + 2 X, — Zn 1,_, -

I(a, n) —

NIy

Soit 1a suite (X)), .y défimie par K, — f cos™ ¢ dr.
o

Exercice 7

1° Calculer X5 , X; et K, .
2° Montrer gue, pour tout nz entier maturel, on a
n = 2)=(X,, —m (n— 1) X, _. ).

En déduire 1a valeur de I, et X,,, ; pour p entier positif.

3° Vérifier que (t S [0, ;]) = (cos” r < cos" ' ¥) (rn e IN¥).

| P
4° Montrer que la suite u définic par,V p € IN¥, u, — _Zii converge vers 1 et
2p

en dédnire

1 2.4.6 ...(2n—2).2n 2 .
— M t - T le de Walliis).
™ ,fi“mn[l.s.s.. @Gn—3) . @n—1 | (Formulede is)
Exercice 8
4. 1° Montrer que, pour tout réel x, diffiérent de -— 1 et pour tout entier naturel

2 mon nul

i (— x)"

z 3 —1 —1 = —_—
T—x 4+ x* — x° 4 e DT = e —

En déduire 1’égalité

¥z rn— 1
LX) dx:Logz—[l_1+1____ +‘LtL],

ol + x 2 3 n
2° Montrer gque
v x e [0, 1] V e INF —(f)<ﬂ'sx".
Ed » > _ 1 + x
En déduire les imégalités
1 1 (— )" 1
—_— = S = —
n+ 1 _[D i F x <o+ 1
et la limite, quand r temd vers | oo, de la suite (&,),.c~ définie par
i 1 — 1D~
u" — 1 I “2— + 3 - -I"— T—‘-
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