Chapitre 2:Nombres complexes

| — Définition et représentation

Définition :

Un nombre complexe est un nombre de la forme x+iy avec x et y deux réels et i un nombre imaginaire tel
que i2=-1.

L’ensemble des nombres complexes est noté C. Les regles de calcul dans € sont les mémes que dans R.

Théoreme (admis) :

On munit le plan d’un repére orthonormal direct (O,U,V).

A tout point M de coordonnées (X ; y), on associe de maniére unique le nombre complexe x+iy.
Réciproguement, a tout nombre complexe x+iy on associe de maniere unique le point M du plan de
coordonnées (x ; ).
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Vocabulaire :

Le plan muni du repére (O,u,V) est appelé plan complexe.
Le nombre complexe x+iy est 1’affixe du point M et du vecteur OM . On écrit X + Iy =2, = Z .

Le point M est I’image du nombre complexe x-+iy.
Si z = x+iy avec x et y réels alors :
e X est la partie réelle de z, notée Re(z)
e yest la partie imaginaire de z, notée Im(z)
e Xx+iy est la forme algébrique de z.
Tout point sur I’axe des abscisses est I’image d’un nombre complexe de la forme x+ix0=xe R. Donc
ona RcC. L’axe des abscisses est ’axe réel.
Tout point sur 1’axe des ordonnées est I’image d’un nombre complexe de la forme O+ixy =1y . L’axe
des ordonnées est appelé axe des imaginaires purs.
Exemple :
A(B+2i); B(-3);C(@2-1); D(-2i).
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Théoréme :
e Deux nombres complexes sont égaux ssi ils ont la méme partie réelle et la méme partie
imaginaire.
e Un nombre complexe est nul ssi sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles.

Définition :

On considére un nombre complexe z de forme algébrique x+iy. Le nombre complexe x-iy, noté z est le
conjugué de z.

M’ (z) est le symétrique de M (z) par rapport a I’axe des abscisses.

M (z)

=}

-y M (Z)

Il — Calculer dans €
1) Somme et produit

Définition :

On considere deux complexes z et z’ de formes algébriques respectives x+iy et x’+iy’.
e Lasomme de z et de z’ est le complexe z+z” = x+x’+i(y+y’).
e Sikestun réel, alors le produit de k par z est le complexe kz = kx + iky.
e Le produit de z et de z’ est le nombre complexe zz’ = xx’-yy’+i(xy’+yx’).

Exemples :

o -1+71+3-2i=2+5i

o (-k1+7i)(3-2i)=-3+2i+24i-14ir=14-3+23i=11+23i
Remarques :
Dans le plan complexe, on considére M (z) et M’ (z°).

On définit le point S par OS =OM +OM'". Alors I’affixe de S est z + 2.

/ SEE

N (")

M (z)

==}
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e Pour k réel non nul, M”’ (kz) est ’'image du point M par I’homothétie de centre O et de rapport k
car: OM"=kOM .

M (kz)

M (z)

<.}

0 i

e R (iz) est I’'image de M par la rotation de centre O et d’angle % car OM.OR= X(—y)+yx=0 et

RGZ) oo 1x
M (z)
¥
4
A ¥
B
-y 0 i x
OM =,/x2+y2 ; OR=,/(-y)?+ x2 donc OM = OR.
Propriétés : Preuve 1
Avec les notations habituelles :
o Io=I5—2y ; Zys=Ig+Z ; Iy =KZy

e Silestle milieu de [AB] alors z, = z

aZA+ﬁZB +72C
a+p+y

e SiGestle barycentre de { (A;a),(B;3),(C;y) }alors z, =

2) Quotient

Définition :

On considére un nombre complexe z non nul d’écriture algébrique x+iy.
On cherche un complexe z’ tel que zz’ = 1.

On remarque que :

27 = (X+1y)(x—=1y)

=x*—i%y? (x2+y2 0 car z non nul)
= x% 4 y?
Alors z -1 donc 7= > Y
X2+ y2 X2+ y2
Définition :
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On considére z et z’ deux complexes avec z’ non nul
1 x-y z 1

On pose — = — yl et —=zx—.
' X?+y2? 2z z

Exemple :

1 J3-2i V3-2i _3-2i 3 2

e 2-+3+2i alors & = - : R

2 J3+2i (3+2i|V3-2i) 8-4i2 7 7 7
1+ _y )[\/5 2.]_\/§ 2. 3. 2 3 2 L\/é 2]
=(l+i) ——Zi|=— it — it o= — = +i| ——=
J3+2i 77 ) 7 17 7 71 71 7 |71 7

3) Propriété du conjugué d’un complexe

Propriété :
Pour tous complexes z et z’ de formes algébriques z = x+iy et z’ = x’+Hiy’ :
o 7=z ; 7z+Z=2Re(2)=2x ; z-Z=2ilm(z)=2y ; Z2Z=Xx2+Yy?
e B S - z\_Z
e z+7'=7Z+7 ; '=7z ; siz'estnonnul|— ==
z Z'
e zestréelssiz=Z ; zestimaginaire purssiz=-Z

[l = Module et arguments

Définition :
On considére un nombre complexe z non nul affixe d’un point M dans le plan muni d’un repere
orthonormal direct (O,T,V).

Si M a pour coordonnées polaires (r,8), alors r est le module de z noté |z| et @ est un argument de z noté
arg z.

<.t

Onalz=r=0M etargz= 0 = (U,OT\/[)(Z;;).

Remarques :
e Siz=0alors OM = 0 donc on pose |0|= 0 mais 0 n’a pas d’argument.

e Sj z est réel, alors son module est sa valeur absolue.
- oul-[om]

. |z + z'| £|z| +|z'|
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Exemples :
A(=2i) ; B(3) ; C(2+2i).

z.=-2il=2 ; |z5|=[3=3 ; |zc|=[2+2i|=V22+22=18=2/2.

arng:arg(—Zi):—% (2z) ; argzy, =arg3=0 (27) ; arng:arg(2+2i):% (27).

<}

M (cos@+ising) alors |cos@ +isinég=+cos20 +sin20 =+1=1 et arg(cos & +isin @)= (27).
Donc M est un point du cercle trigonométrique.

Théoréme :
Pour tout nombre complexe z non nul dont I’image M a pour coordonnées cartésiennes (X ; y) et pour
coordonnees polaires (r; €),ona:

— / 2 2
X=r.cosd , . . r=yxt+y
__équivaut a X _ y
y=r.sind cosf="cetsing=2
r r
Forme algébrique : z=x+1y
Forme trigonométrique : z =r(cos @ +i.sin O)

Exemple :

Soit z= % +i ? . Trouvons une forme trigonométrique de z.

. Calculdumoduledez:|z|: 1+§=g.
9 9 3
e Alors z:E £+i§ :E cos Z +isinZ .Onaargz:Z (27) .
312 2 3 3 3 3

Théoréme : Preuve 2
e Un nombre complexe est nul ssi son module est nul.
e Deux nombres complexes non nuls sont égaux ssi ils ont le méme module et le méme argument
modulo 2.

Propriétés : Preuve 3
Pour tous complexes z et z” non nuls :

o |zz]=|7|z] et arg(zz')=argz+argz' (27)

e Pour tout entier naturel n : (2"

=lz" et arg(z")=nargz(27)
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. HL et arg(lj =—argz (2r)
z| | 4
2l H et arg(ij =argz—argz' (2x)
2 |z Z

IV — Equations du second degré a coefficients réels

Théoréme : Preuve 4
On considére a, b et ¢ des réels avec a=0. On pose A=b2—4ac. C’est le discriminant du trindme du
second degré az2 + bz + ¢ ou z est un nombre complexe.

e Si A >0alors le trinbme a deux racines réelles distinctes :

, _—b- JA _—b++/A
! 2a 2a
e Si A =0 alors le trindbme a une racine réelle :

et z,

Z= -b (racine double)
2a

e Si A <O0alors le trinbme a deux racines complexes :

z, = _2_5 et z,= _b2+5 ou & est un complexe dont le carré est A z, et z, sont complexes
a a

réels et conjugués.

Exemple :

On veut résoudre I’équation 3z22—z+5=0 dans C.

On calcule le discriminant A:1—60=—59=(\/§i)2. L’équation a deux solutions : z; =% et
1+i/59

z, = %

V — Notation exponentielle d’un nombre complexe

Motivations :
On note ¢ la fonction définie sur R par ¢(6) =cos@ +isiné.

e > Pourtous @ et & réels: (6 +6)=cos(@+ &) +isin(6+ 6.
» (@) apour module 1 et pour argument 6.
¢(6') apour module 1 et pour argument 6'.
Alors ¢(6).¢(6') apour module 1 et pour argument 6 + &".
Donc ¢(6).9(8") = cos(8 + ') +isin(0 + &').
Donc ¢(0).0(0') = p(0 + 0).

e En supposant que 1’on peut dériver ¢ sur R comme si elle était a valeurs réelles, pour tout réel
0: ¢'(0)=—-sin@+icos@=i(cosd+isin@)=ip@). Donc ¢ vérifie I’équation différentielle
f'=if .

e Ces deux points nous poussent & adopter la notation suivante : () =Ce'’ avec ¢(0)=1 donc
p(0)=e"" =cos@+isind.
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Définition :
Pour tout nombre complexe z non nul de module r et d’argument &, on pose :
z=r(cos@+i.sind)=re"’ : notation exponentielle de z.

Exemples :

iz ) .. s .
e ¢ 2=c0S —=|+isin|—=|=-i.
( 2) [ 2)

e e”"=cosx+isinz=-1ouencore e” +1=0 : formule d’Euler.

Remarques :
e La notation exponentielle permet de retrouver les formules d’addition et de duplication vues en
trigonométrie.
En effet pour tous & et 0 réels :

> e =¢’xe"” — addition
> e =(“) - duplication
c0s(@ + 0') = Re((cos @ + i.sin #)(cos §'+i.sin &'))
=C0s &.cos §'-sin 0.sin &'

e Onaleségalités :
> ei(0+9‘) _ eie % eie'

i 1
—-ig
> (5] :eTe
i0
i(0-0) _ €
> einez(eie)"
Exemples :
Zﬁ(f_ifj J2e s 5
—2i 4 %% -z
B
R (L 2¢'o
2 2
o e —c0s(26) +isin(20) e’ =(e" |’ =(cos @ + isin 6)* =cos20 + 2i cos Osin 0 + i2sin 20
=C0S 20 —sin 26 + 2icos dsin 0
Donc c0s(26) = cos 20 —sin 20 et sin(20) =2cos@sing.

cos(2x) =2cos2x —1=1-—2sin2x
VI - Application a larésolution de problemes géométriques
1) Arguments et angles orientés

Propriété : Preuve 5
A, B et C sont des points du plan distincts deux a deux d’affixes respectives z,, z, et Z..

e ag(z, —2,)=(0,AB) (22).
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. arg[Zc—iA]:(ﬁf,A—c) (27).

Zc — g
Remarques :

e A, BetC (distincts) sont alignés ssi arg(ﬁJ =0 (n).

Zc — g

- S : Z. -1
e A, BetC (distincts), (BC) et (AC) sont perpendiculaires ssi arg(uJ:Z (ﬂ)
Zc — g

e M (z) appartient au cercle de centre QQ (a;) etderayonrssi z=w+re' avec Oe [0;27z[.
En effet : OM =|z —co| =r, (ﬂ,m):arg(z —w)=0 (2r).

Autrement dit z—w=re" ie. z=w+re"’.

=}

Exemple :

AGi) ; B2+i) ; Cli+i[y3+1)).

Alors (ﬁﬁ): arg Zc ~Za =arg il z
Z, -2, 2+i1—1i 2 3

2) Transformations planes

Théoreme (translation) : Preuve 6
On considere M (z), M’ (z°) et B (b).

L’égalité z'=z+Db équivaut a dire que M’ est I’image de M par la translation de vecteur OB .
Z'=7+b est I’écriture complexe de cette translation.

Théoreme (homothétie) : Preuve 7
On considére M (z), M’ ("), Q (@) et k un réel non nul.

L’¢égalit¢ z'-w= k(z - a)) équivaut a dire que M’ est I’image de M par I’homothétie de centre Q et de

rapport K.
2'-w=K(z — ) est I"écriture complexe de cette homothétie.

Exemple :
Q@AL+3i).
L homothétie de rapport 2 et de centre Q transforme M (z) en M’ (z°) tels que :
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Z'-(1+3i)=2(z—(1+3i))

ie. 2'=1+3i+22-2-6i

e z'=2z-1-3i

L’image de K (7 —1) est le point d’affixe z'=2(7 —1) -1-31=14-2i—-1-3i=13-5i.

Théoreme (rotation) : Preuve 8
On considére M (z), M (z°), Q (@) et 6 un réel.
L’égalité Z'—a):em(z —a)) équivaut a dire que M’ est I’image de M dans la rotation de centre Q et

d’angle 6.
7'-w=e"(z — w) est I"écriture complexe de cette rotation.

Conséquences :
e ABC est un triangle équilatéral ssi

> B a pour image C dans la rotation de centre A et d’angle %, ssi

Zo —2,=€3(z5 —2,).

A

w|.,-:]

ou

» B a pour image C dans la rotation de centre A et d’angle —%, ssi

T
—i=

Zo —2,=¢€ 3(z4 —2,).

e ABC estrectangle et isocele en A ssi

. . T
B a pour image C dans la rotation de centre A et d’angle Ex ssi 2o —z,=€2(z4 —2,).
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[

. T
» B apour image C dans la rotation de centre A et d’angle — PX ssi

2o -7, =€ 2(z,-1,).
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Trés important et a retenir

Pour tout nombre complexe z,
) -

o |z| =zxz

e | z] esttoujours positif et [2|=0 < z=0.

o [z]=]-z|=|z|

e Sizestun nombre réel, alors le module de z coincide avec la valeur absolue de z .

e Sizestunimaginaire pur, alors le module de z est égal a la valeur absolue de sa partie
imaginaire.

e SiM estle point d’affixe z, alors OM =|z| .

e Siz est un nombre complexe non nul de forme trigonométrique z =r (cos@ +isin @),
alors | z|=r.

e Pourtoutréel 6, [e'’|=1et arg(e'’) =6 [27] .

Pour tous reels @ et @' et pour tout entier naturel n,ona:

l. eiH — efla
2. ei(0+7z) — _ei9
3 ei6’ Xeie‘ _ ei(a+.9')
4 (eie)n _ gin?

e i(6-0")
5. F =e

eiB + e—ia 17 _e—iH
e Pourtout réel @, on a la formule d’Euler : cos@ = — et sin@d = 7
i

Soient z et z” deux nombres complexes non nuls de formes exponentielles z = re'’ et
z'=r'e'’ et soit n un entier naturel non nul . Alors :

z=re

—7 = rei(6’+7r)
Z X Z': rrlei(9+9')
Zn _ rn ein@
1 -0
z

1
r
z

I o_p
=_Iel(ﬁ 0')
Z r

e Formule de Moivre (cos@+isin®)" =cos(nd) +isin(né)

Pour ne N, i4n = (i =1n =1

i4n+1=i4n i=1 i=i

i4n+2=i4n i2=1 (_1}=_1

i4n+3=i4n i3=1 (—i)=—i
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Exercice d’application 1
1) Déterminer I’ensemble des points M du plan dont I’affixe z verifie : | Z+5i | =6

Soit A le point d’affixe z, =-5i . Alors, pour tout nombre complexe z,
|z+5i|=|z-2,|.Donc: |z+5i|=6<|z—2,|=6< AM =6. On en conclut que
I’ensemble des points M répondant a la question est le cercle de centre A et de rayon 6 .
2) En déduire I’ensemble des points M du plan dont I’affixe z vérifie : | Z+5i | <6

| Z+5i | <6 <:>| Z—- ZA| <6< AM <6 I’ensemble des points M répondant a la question
est le disque de centre A et de rayon 6 .

3) Déterminer I’ensemble des points M du plan complexe dont 1’affixe z
3z -1
-|=3
zZ+1-1
Il faut tout d’abord éliminer le point A d’affixe —1+1, car pour cette valeur de z le
quotient précédent n’existe pas . Ensuite, pour tout z = —1+1, on peut écrire :

32—i.‘:3©M=3<:>|3z—i|=3|2+1—i|<:>3
Z+1-i |z +1-i|

vérifie :

z—i‘:3|z+l—i|
3

-

z—l‘:|z+l—i|
3

En appelant B le point d’affixe % la derniére égalité équivaut a : BM = AM . On en conclut

que I’ensemble des points M cherché est la médiatrice Adu segment [AB] privee
éventuellement du point A qui a été exclu dés le début . Mais comme A¢ A, ’ensemble des
solutions est toute la droite A.

Exercice d’application 2
Soient z=1+i et z'=~/3—1i.

1. Calculons arg(z), arg(z'), arg(zz') et arg(ilj :
z
Comme|z|=+12+12 = /2, alors

z=\/§(%+i%j:\/§{g+i§]:\/E[cos%ﬂsin%)D’oﬁ

arg(z):%[Zn].

e Deméme |Z'|= V3 £ (-2 =2. Alors::
NCE T, .., T V4
'=2| ——i— |=2/ cos(——) +isin(——=|.D’ou arg(z') =—— | 27 |.
z [2 i ( (6)+||(6j ou arg(z') 6[7:]
e Il endécoule que arg(zxz') =arg(z) +arg(z') =% [27] et que
Y4

arg[gj =arg(z)—arg(z') = h [27].
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2. Les calculs précédents permettent alors de calculer le cosinus et le sinus de % et de
5—72[ . Pour cela, il suffit de déterminer les formes algébriques et trigonométriques de
, z
zx7'etde — :
o Comme |zxz]|=|z|x|z] =22 etque arg(zxz') = % [27 ], alors la forme

trigonométrique de zxz' est:zxz'= Zﬁ(cos% +isin %) Mais sa forme

algébrique est zxz'= (1+1)(v3 —i)= (3 +1)+i(+/31). Par identification, on

. ) 7 3+1 oz 3-1
obtient alors : cos — = ——— et sin—=—— .
2 22 12 242
En suivant la méme démarche, on a : E = g(cosi—z +isin i—gj d’une part et
z

z_ 1+i _ (1+i)H3+i) :\@—1+iJ§+1d
Z V3-i (V3-i)(W3+i) 4 4
J3-1 5z 341

et que sin— = ——
2.2 12 242

2) Calculons (\/5 - i)6 en déterminant son module et un de ses arguments :

‘(ﬁ—i)e‘ =‘\/§—i ‘6 =2° =64etarg((\/§—i)6):6arg(\/§—i) :6><(—%) =z [27]

’autre part . En identifiant, on

oS
conclut alors que COSE =

Donc : (\/§—i )6 =64(cos 7 +isin )= —64.

3)

Soit Zun nombre complexe de module 1, montrer en utilisant I'écriture expo-

: 1 ,
nentielle que Z+E est un nombre réel.
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